Varianta 1
Subiectul I (60 puncte)
1. 

Fie funcțiile  și .
a) 

Determinați  pentru care .
b) 
Rezolvați ecuația: .
2. 




Fie  un triunghi oarecare. Pe laturile sale în exterior se construiesc triunghiurile echilaterale  și respectiv .  Dacă  și respectiv sunt centrele de greutate ale acestor triunghiuri, să se arate că:
a) 
Triunghiul  este echilateral; 
b) 


, unde  și  sunt ariile triunghiurilor respective.
3. 



Fie  și  astfel încât:  și  inversabilă. 
a) 


Arătați că dacă  atunci  și ;
b) 






Dacă ,  inversabilă și  astfel încât  și ,  atunci  și
4.      
a) 
Calculați ;
b) 
Arătați că: .
Observație: La fiecare problemă pentru subpunctul a)  se acordă 8 puncte iar pentru subpunctul b) se acordă 7 puncte.

SUBIECTUL II (30 puncte)
Următoarea secvență face parte din programa școlară de matematică pentru clasa a VII-a.
Competențe specifice și exemple de activități de învățare
	Clasa a VII-a

	1.4. Identificarea patrulaterelor particulare în configurații geometrice date
· Identificarea patrulaterelor pe corpuri geometrice sau pe desfăşurări ale acestora
· Recunoaşterea patrulaterelor în cotidian (în sala de clasă, mediul înconjurător etc.)
· Identificarea patrulaterelor particulare în mediul înconjurător
· Identificarea paralelogramelor particulare într-o reprezentare geometrică dată
· Identificarea pătratelor dintr-o mulțime de dreptunghiuri și romburi

	2.4. Descrierea patrulaterelor utilizând definiții și proprietăți ale acestora, în configuraţii geometrice date
· Recunoașterea patrulaterelor convexe în configurații geometrice date
· Descrierea unor proprietăți ale laturilor, unghiurilor și diagonalelor unor patrulatere particulare
· Recunoaşterea paralelogramelor particulare pe baza unor proprietăţi precizate
· Recunoașterea trapezului isoscel sau a trapezului dreptunghic

	3.4. Utilizarea proprietăţilor patrulaterelor în rezolvarea unor probleme
· Demonstrarea proprietăţilor paralelogramelor particulare utilizând metode variate
· Utilizarea definiţiei şi a proprietăţilor liniei mijlocii în trapez în rezolvarea de probleme
· Utilizarea liniei mijlocii pentru a demonstra paralelismul unor drepte
· Justificarea unor proprietăţi ale patrulaterelor pe baza simetriei

	4.4. Exprimarea în limbaj geometric a noţiunilor legate de patrulatere
· Construcţia cu ajutorul instrumentelor geometrice a unor patrulatere utilizând definiţia sau proprietăţi ale acestora
· Transpunerea în desen a unei configuraţii geometrice referitoare la patrulatere descrise matematic
· Evidenţierea liniei mijlocii în trapez pe baza definiţiei/proprietăţilor acesteia
· Evidenţierea centrelor/axelor de simetrie pentru patrulaterele studiate
· Caracterizarea tipului de simetrie pentru patrulaterele studiate

	5.4. Alegerea reprezentărilor geometrice adecvate în vederea optimizării calculării unor lungimi de segmente, a unor măsuri de unghiuri şi a unor arii
· Rezolvarea unor probleme utilizând proprietăţile paralelogramelor particulare şi ale trapezului
· Analizarea unor metode alternative de rezolvare a problemelor de geometrie utilizând proprietăţi ale patrulaterelor particulare
· Determinarea axei/centrului de simetrie a/al unei figuri (intuitiv sau/şi prin demonstraţie)
· Analizarea şi construcţia unor figuri cu simetrie axială sau centrală
· Deducerea formulei ariei unui paralelogram, folosind formula ariei dreptunghiului
· Deducerea formulei ariei unui triunghi, folosind formula ariei paralelogramului

	6.4. Modelarea unor situații date prin reprezentări geometrice cu patrulatere
· Analizarea unei situaţii practice care necesită aplicarea proprietăţilor patrulaterelor particulare studiate
· Observarea diferenţei dintre condiţiile necesare şi cele suficiente pentru ca un paralelogram să fie un paralelogram particular
· Estimarea perimetrului unui poligon sau a ariei unui poligon prin descompunere în figuri cunoscute
· Justificarea, prin exemple, contraexemple sau demonstraţii, a unui demers sau rezultat matematic obţinut în contextul asemănării triunghiurilor
· Folosirea unor metode standardizate sau nestandardizate care permit modelarea matematică a unor situaţii practice, de exemplu estimarea distanței până la un obiect inaccesibil


[...]
Conținuturi
	Domenii de
conținut
	Conținuturi

	Geometrie
	4. PATRULATERUL
· Patrulaterul convex; suma măsurilor unghiurilor unui patrulater convex
· Paralelogramul: proprietăţi; aplicaţii în geometria triunghiului: linie mijlocie în triunghi, centrul de greutate al unui triunghi
· Paralelograme particulare: dreptunghi, romb, pătrat; proprietăţi
· Trapezul, clasificare, proprietăţi; linia mijlocie în trapez; trapezul isoscel, proprietăţi
· Perimetre și arii: paralelogram, paralelograme particulare, triunghi, trapez


Notă: Conținuturile vor fi abordate din perspectiva competențelor specifice. Activitățile de 
învățare sugerate  oferă o imagine posibilă privind contextele de formare/dezvoltare a acestor competențe.
(Programa școlară pentru disciplina Matematică, OMEN nr. 3393/28.02.2017)
· Pentru o evaluare la finalul unității de învățare ” Paralelogramul: proprietăţi; aplicaţii în 
geometria triunghiului: linie mijlocie în triunghi, centrul de greutate al unui triunghi ”, folosind informațiile din secvența de mai sus, elaborați trei itemi: un item cu răspuns scurt, un item de tip pereche (sau de asociere)  și un item de tip întrebare structurată. 
În elaborarea itemilor veți avea în vedere următoarele aspecte:
· menționarea competenței specifice evaluate (2p);
· menționarea activității de învățare în cadrul căreia ați utiliza acest item (2p);
· respectarea formatului fiecărui tip de item elaborat (2p);
· elaborarea răspunsului așteptat (baremul de evaluare) (2p);
· corectitudinea științifică a informației de specialitate (2p).
Observație: Pentru fiecare item se acordă 10 puncte.
SOLUȚIE:
SUBIECTUL I
1. 

a)   și atunci .           (4p)







 Trebuie determinat  pentru care . Dacă  și deci  sau  și de aici . Se găsesc soluțiile                            (4p)



b)- Ecuația  implică  și deci .     (4p)

Prin verificare directă găsim         (3p)
2. 
[image: ]
a) 





Vom determina de exemplu lungimea laturii . În triunghiul vom aplica teorema lui Pitagora generalizată. Avem:  și atunci: .    (4p)


Deoarece rezultatul este simetric în raport cu laturile triunghiului  va rezulta că și celelalte vor avea aceiași exprimare și deci triunghiul  este echilateral.              (4p)
b) 


Se știe că  Folosind acum convexitatea funcției  , deducem că   (*)    (4p)




Deducem că  și ținând cont că  se obține că . Egalitatea se obține dacă triunghiul  este echilateral.   (3p)
3.    









a)   - inversabilă implică  și   și deci  și  sunt două matrici inversabile. Relația  implică:  și atunci , adică .        (4p)



Pentru relația a două observăm că  iar  și deci .    (4p)


b)  Deoarece  aplicând a) va rezulta că  .     (3p)






În cazul matricilor de ordin 2 se știe că există două șiruri  astfel încât  iar egaliatea  va conduce la . Dacă  atunci se aplică a) iar dacă  va rezulta concluzia.       (4p)
4. 
a) 


Se face schimbarea de variabilă  și vom obține: .     (4p)

Deducem mai departe că .      (4p)
b) 

Aplicăm inegalitatea lui Cebâșev pentru funcții invers monotone:  pentru funcțiile: .              (4p)



Vom obține:. Prin simplificare cu  va rezulta inegalitatea cerută.     (3p)
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